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一、(10 分) 设方程组: 
x1 − x2 + x3 − x4 = 0

2x1 + 4x2 − 5x3 + 7x4 = 0

ax1 + 3x2 − 4x3 + 6x4 = 0

的解空间为 V1, 方程组： 
4x1 + 2x2 − 3x3 + bx4 = 0

5x1 + 7x2 − 9x3 + 13x4 = 0

3x1 − 3x2 + 3x3 − 2x4 = 0

的解空间为 V2, 问 a, b 为何值时, R4 = V1 ⊕ V2 。

二、(10 分） 证明:V =
{
(aij)n×n | ∀i, j, aij = aji

}
为 Fn×n 的子空间, 并求其基与维数。

三、(10 分) 设 f1 = −1 + x, f2 = 1 − x2, f3 = 1 − x3, g1 = x − x2, g2 = x + x3, V1 =

L (f1, f2, f3) , V2 = L (g1, g2), 求 V1 + V2 和 V1 ∩ V2 的基与维数, 并求 V2 在 R[x]4 空间的补。

四、(10 分) 设 ϵ1, ϵ2 为 n 维欧氏空问 V 的两个单位正交向量, 定义

σ(α) = α− 2 (α, ϵ1) ϵ1 − 2 (α, ϵ2) ϵ2

证明: σ 是 V 上的线性变换，并满足 (σ(α), σ(β)) = (α, β) 对任何 α, β 都成立。

五、(10 分) 已知 n 阶矩阵 A 的秩为 1, 证明: Ak = tr(A)k−1A 。
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六、(10 分) 已知矩阵 A =


a b c

d e f

h x y

 的逆矩阵是 A−1 =


−1 −2 −1

2 1 0

0 −3 −1

 B =


a− 3b b− 3c −c

d− 2e e− 3f −f

h− 2x x− 3y −y

. 求矩阵 X 满足:

X +
(
B
(
ATB2

)−1
AT

)−1

= X
(
A2

(
BTA

)−1
BT

)−1

(A+B)

七、(10 分) 设 V ( F) 是一个 n 维线性空间, σ ∈ L(V, V ), 证明:
(1) 在 F[x] 中有一个次数 ≤ n2 的多项式 p(x) 使 p(σ) = 0;
(2) σ 可逆 ⇐⇒ 有一常数项不为零的多项式 p(x) 使 p(σ) = 0 。

八、(10 分) 已知三维线性空间 V 的线性变换 σ 关于基 {α1, α2, α3} 所对应的矩阵为

A =


1 2 −1

2 1 0

3 0 1


(1) 求 σ 在基 {β1, β2, β3} 下对应的矩脌 B, 其中:

β1 = 2α1 + α2 + 3α3, β2 = α1 + α2 + 2α3, β3 = −α1 + α2 + α3

(2) 求 σ 的值域 σ(V ) 和核 kerσ ;
(3) 把 σ(V ) 的基扩充为 V 的基, 并求 σ 在这个基下对应的矩阵;
(4) 把 ker σ 的基扩充为 V 的基, 并求 σ 在这个基下对应的矩阵。

九、(20 分) 判断下面命题的真伪。若它是真命题，给出一个简单的证明：若它是伪命題，举

一个具体的反例将它否定。

(1) 若 α1, α2, α3 线性相关, 则 α1 + α2, α2 + α3, α3 + α1 也线性相关。

(2) 一个有限维 (⩾ 2) 线性空间只含有有限个子空间。

(3) 已知 σ ∈ L(V, V ), 其中 dimV = n, 则由秩 (σ) + dim(kerσ) = n, 可得 Im σ + kerσ = V .
(4) 若对于任何正整数 n，方阵 A（阶数大于 1）的 n 次乘积 An 都是非零方阵，则 A 可逆。

卷末注：第 1 题解得的 a,b 实际上不符合题意，即不存在 a,b。


